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Metody energetyczne

Zasada wzajemnosci prac Bettiego

Jesli na liniowy 1 sprezysty ustrd) dziatajg kolejno dwa rézne obcigzenia, to
praca pierwszego obcigzenia na przemieszczeniach wywolanych drugim
stanem jest rOwna pracy drugiego obcigzenia na odpowiednich
przemieszczeniach wywotanych stanem pierwszym
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Zasada Maxwella
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Jesli obcigzenia obu stanow sg rowne (liczbowo): L — M p

To przemieszczenia w obu stanach sa réwne (liczbowo): = £ — 291
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Uklad Clapeyrona

To ustrQj, w ktorym przemieszczenia
dowolnego punktu dajg si¢ przedstawic
jako lintowe funkcje jego obcigzenia.

r=Xa0,

Q'; - wspétczynniki liniowe

Warunki:
1) Materiat linnowo-sprezysty

2) Przemieszczenia sg male
3) Ukiad jest zachowawczy
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Ustrdj liniowy 1 sprezysty:
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Tw. Clapeyrona

Energia sprezysta ciala jest rOwna
potowie sumy i1loczynow wszystkich
obcigzen przez odpowiadajace im
przemieszczenia.

Uspr :%(})1 LAt R LS, M, L, +)




Metody energetyczne

Energia odksztalcenia sprezystego

Dla konstrukcji pretowej liniowo sprezyste;:

du =& _Lds :ids
AE

T
dw=ylds =¢y——ds
y wAG

M
do=w"lds =—ds =—=¢
o, EJ
Z. tw. Clapeyrona
w. Clapey d¢:gljs s
dW=dU,, =1(M, [du+M [dg+Ndu+Tdw) ;

1 Mds M’ds . Nds T*ds
Ostatecznie: U ) J;EJy +J; GJ. +L EA -H'Uz GA
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Tw. Castigliano

Pochodna energii odksztatcenia sprezystego wzgledem uogolnionej sity
jest rowna uogolnionemu przemieszczeniu odpowiadajagcemu tej sile

Przykiad 1: MB aUW ~ oU pr
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5Pl 2EJ,

i _ 2713 2 2
AP | |, DE P M3l 3P.M, )

6EJ, 4EJ,  8EJ,

U, 8 ( P M +3PCM312] _ BRI 3M,P

=¥ ] =
Je OP. OP.\6EJ, 4EJ, 8EJ, 3EJ, 8EJ,

0U,, ., 0 Lpgﬂ L Ml +3PCMBI2J _ Myl 3R

U — Spr
* oM, o0M,|\6E], 4EJ,  8EJ, 2EJ, 8EJ,




Metody energetyczne

Tw. Manabrei

uktadu wzgledem statycznie niewyznaczalnej reakcji jest rowna 0

W statycznie niewyznaczalnym uktadzie Clapeyrona pochodna energii sprezystej calego

Przvykiad 2:
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Twierdzenie o minimum catkowitej energii potencjalnej

Ze wszystkich geometrycznie dopuszczalnych postaci przemieszczen,
ktorym moze podlegac ustrdj sprezysty, wystapi ta, dla ktorej catkowita
energia potencjalna osiggnie wartos¢ minimalng

= min! g(x)

Energia odkszt. spr.

Praca sit zewnetrznych

Y i WAL = S _
fﬁé% X > 29(X4)
) N - x; >
V = %IEJ[W (x)F adx-| P Ov(x, )+ fq( Vb (x)dx + M Gv'(x,)

Dla jakiej w(x) mamy V, .. 7

V — funkcjonat (poszukiwanej funkcji w(x) przypisuje liczbe)

Minimalizacja funkcjonatu jest zadaniem rachunku wariacyjnego
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Metoda Ritz’a

Wprowadzmy funkcj¢ aproksymujaca:

vT/(x) =q,[® (x)+a, [, (x)+..+a, (D (x)

(moze to byc szereg potegowy lub Fouriera)

Funkcja aproksymujaca jest kombinacjg liniowg nieznanych parametrow a;
1 znanych funkcji geometrycznie dopuszczalnych @(x)

Po podstawieniu tej funkcji do wyrazema na catkowitg energi¢ potencjalng

otrzymamy funkcj¢ parametrow a;

V= f(al,az,...,an)g

Teraz nalezy znalez¢ minimum funkcji:

WV =0: v _, OV _  Tojestuktadr
aal 6a2 - aa algebraicznych liniowych
—~ o = il
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Przykitad 3:
EJ w(x) jl Po  Rozwiaz metoda Ritz’a belke wspornikowa

uzywajac dang funkcje aproksymacyjng:

~( ) _ 2 3
w(x)—a1+a255+a3Dc +a, Lk

Warunki brzegowe: (x O) 0] ->a1 :O VT/'(X O) O -> az -

Aby funkcja spelniata warunki geometryczne:

(x)=a, 3 +a, 3| =P i'(x)=2a, Gk +3a, 5 = "(x)=2a, +6a, [x

Energia potencjalna: .Po podstawieniu funkcji anroksvmulacel

_1JEJ[W ]dx J-pO ()dx _}V—l"‘EJ[W ]dx J‘po )dx

2a, + 6a4 ? dx - poj(a3x2 + a4x3)dx

0
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(4a3 +24a,a,x +36a; x )dx - poj (a3x2 +a,x’ )dx
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l

V=4~ j (46132 +24a,a,x+36a;x’ )dx = poj (a3x2 +a,x’ )dx
0

2
0

)

[
— EJ 2 2 2.3 _ 1 341 4
V=5 (4a3x+12a3a4x +12a; x }0 po(3 a,x" +ya,x }0

|% 2%(461321 +12a,a,l” +12a;l ) po(%aJ3 +ia4l4)

Warunek minimum funkcji:

Vg o WV (81, +120%, )2 p =0 4, =30l
oa, da. o T,
1% oV = :
oo = =g(orav2aa)-tplt=0 4Tk
Uty 4

~ — 5 pl 2 Dol 3
Ostateczna funkcja aproksymujgca: W(X) — 51 F O DC 17 E}) X
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Ostateczna funkcja aproksymujgca: "'( )— pol” 2 Pol 3
A I WX 24EJ|3 12EJ|3
Przyblizenie momentu gnacego:
~ 7 — 2
M,=EJW(x) = (M, (x)=3pl>—LplE
Przyblizenie sity tnace;j:
— ~ I —~ —_1
T =EJw (x) - T(x)— > Dol
Rozwigzanie sciste: 2
— 6 Do 2 _ 2 pol 3 Po 4
W(X) 24 EJ, E: 12 EJ, o 24 EJ, B
M (x)=1p, (1 —x)
g 2 p 0
T(x)==p,(l —x)
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Rozwigzanie przyblizone: Rozwigzanie sciste:
~ _ I? 2 [ 3 2
w(x) =540 -h g G wlx) = G20 00 - 2 20+ L L
v — 2
Mg(x)_%pol — Pl & Mg(x):%po(l—x)2
()= —_1 _
T(x)==1pyl T(x)==p,(l -x)

%polz\{t /Mg(x)

R [, () —

e ~ 15 Dol
— > X \0 4
[

(1) =0.1254" w(l)=0.1252¢ X T (x) /
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Przykiad 4:
| EJ] wX) Rozwigz metodg Ritz’a belke statycznie niewyznaczalna
% A A c uzywajac dana funkcje aproksymacyjna:
~ 27K
|: 15] P 15] =| _ W()C) A [ﬁl COS Tj
N o 4772 275
w'( ) Z—HABmZ—m W (x)

saiiassns: #(x=0)=0] #(6=0)=0] [#e=1)=0] (s =1)=0

Funkcja spelniala warunki geometryczne!

Catkowita energia potencjalna: Po podstawieniu funkcji aproksymujace;:
V=1 [Eiw (x)Pdx-Poi{i) =P =3 IEJ["" ) dx—P {51 );
!
!
291
V==£ [47272 2mj dx—PDA[él—cos ﬂzlj
A [ [
EJ 167" 2
V = / 6? A’ [jcos —mdx 2P[A
2 1 ) [
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_

()= A[El 277”)

< ZI—

EJ 167 ) Catkowita energia potencjalna:
V= / 64 A’ qcos N i -2PTHA o AT ET
S V=TT AT 2P

Warunek minimum funkcji:

1%

— =0 »
0A

0A

[

4 3
6V28ﬂ3EJA—2P:O§ —p A= Pl

AT EJ

Funkcja przyblizona opisujaca lini¢ ugigcia:

1—cos——

[

|

Przyblizenie momentu gngcego:
~ " Pl 27K
Mg(X):E]BK/( ) ?EOST

Przyblizenie sity tnacej:

T (x)=EJ G"(x)= — P Gin 27”’“
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Rozwiazanie Sciste (metodg M-M ):

=
3
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~

3 ~ Pl 27 ~ P_. 27
vT/(x): i [él—cosz—mj Mg(X)ZFEOST T(x):——EmT
71

o
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ZOI .
>
= P —2p
3 3 3 3
W =w(ll)= 2_7; 115 = —0.005133% S w =wl(ll)= 1;; ]; = —0.005208%
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